无 穷 级 数 


无 穷 级 数 可 以 认为 是 多 项 式 的 推广 一 无 穷 多 项 的 多 项 式 ， 它 不 是 数学 的 新 的 学 科 ， 但 
是 广泛 地 应 用 于 数学 的 各 个 分 支 .最 多 的 应 用 在 于 微 积分 及 其 相关 学 科 一 微分 方程 . 


一 ， 早期 的 无 穷 级 数 

无 穷 级 数 在 数学 中 出 现 得 很 早 . 亚 里 士 多 德 已 经 知道 公 比 小 于 1 的 几何 级 数 有 和 ， 
无 穷 级 数 也 散 见 于 中 世纪 后 期 欧洲 的 数学 家 的 著作 中 ， 用 来 计算 变速 运动 的 路 程 。 奥 雷 姆 
(Oresme)(1323-1382) (法 国 的 一 个 地 方 的 主教 兼 纳 瓦 拉巴 黎 学 院 的 教师 ， 斐 波 那 契 之 后 
欧洲 中 世纪 最 好 的 科学 家 ， 分 数 指数 的 最 早 的 提出 者 ) 在 《 欧 几 里 德 几何 问题 》 ( 约 1360 
年 ) 中 证 明了 调和 级 数 的 发 散 性 ， 其 证 明 方法 与 现在 我 们 最 熟悉 的 证 明 一 样 . 调和 级 数 被 后 
来 的 许多 人 研究 过 。 韦 达 在 《各 种 各 样 的 解答 》 一 书 ( 1593 年 ) 中 给 出 了 无 穷 几 何 级 数 的 
求 和 公式 。 他 从 欧 几 里 德 的 《原本 》 中 得 知 几 何 级 数 ai, az2,…… 的 前 即 项 和 sn 满足 


Sn 一 an  a 十 02 十 '… 十 an-l1 al 


基 
Sn 一 Q1 0Q2 十 Q3 十 … :十 an Q2 


如 果 笃 > 1 ， 则 当 7 变 为 无 穷 时 ， an 变 为 0 , 所 以 sw = 2 
17 世纪 中 时, 圣文森特 的 格雷 戈 里 在 《几何 著作 》 ( 1647 年 ) 中 第 一 次 明确 指出 无 穷 
级 数 表 示 一 个 数 ， 即 级 数 的 和 ， 他 将 这 个 数 称 为 级 数 的 极限 . 他 说 神 行 太保 追 旬 的 悖 论 可 以 
用 级 数 的 求 和 来 解决 。， 和 是 有 限 的 事实 表明 神 行 太 保 可 以 在 一 个 确定 的 地 点 追 上 乌龟 ， 
级 数 与 微 积 分 结合 被 用 于 求 一 些 特殊 的 数值 ， 例 如 T 、e 以 及 对 数 函 数 、 三 角 函 数 在 
某 些 点 处 的 值 。 1674 年 来 布 尼 兹 得 到 了 著名 的 结果 : 
厅 让 
9 
但 是 此 级 数 收 敛 得 非常 慢 , 要 达到 阿 基 米 德 的 近似 值 (3.1408 ~ 3 如 < T < 3; ) 要 计算 十 
万 项 (祖冲之 (429-500) 的 约 率 是 34 ， 密 率 是 3a6 ~ 3.141593) . 对 数 函 数 log(1 十 7 
的 级 数 收敛 得 也 非常 慢 . 于 是 有 许多 人 试图 找 出 收敛 比较 快 的 级 数 ， 
人 们 不 仅 停留 在 数 项 级 数 上 . 特别 是 牛顿 利用 函数 项 级 数 表 示 函 数 . 在 格雷 戈 里 发 现 双 
曲线 ZVy = 1 与 2 轴 之 间 的 面积 与 等 比 级 数 之 间 的 关系 的 基础 上 , 牛顿 (在 1665 年 左右 ) 
和 墨 卡 托 (Morcator) (在 1668 年 ) 分 别 独立 地 独立 地 发 现 了 


工 
10 仙 寺 本 二 放 二 本 2 千克 二 下 和 


沃 利 斯 注意 到 当 Z = 2 时 此 式 右 端 为 co ， 而 左 端 为 1og 3 . 他 不 能 解释 这 个 困难 。 1666 
年 牛顿 得 到 了 arcsin z 的 级 数 表 达 式 . 他 用 到 ;arcsinz = 帮 V1I 一 喧 一 2V1I 一 22， 
将 右 端 用 二 项 式 定 理 ( 方 寨 指 数 为 由 ) 展开 成 寡 级 数 ， 逐 项 积分 ， 并 项 ， 从 而 得 到 结果 . 
他 还 得 到 了 arctgz 的 级 数 。 1669 年 他 给 出 了 sinzZ 、 cosZ 、arcsinZ 和 e 的 级 数 . 
1671 年 做 姆 斯 格雷 戈 里 得 到 了 tgz 和 seczZ 的 级 数 . 莱 布 尼 效 在 1673 年 独立 地 得 到 了 
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sinZ 、cosZ 、arctg2 的 级 数 ， 他 们 用 的 主要 方法 和 上 面 所 说 的 牛顿 的 方法 类 似 ， 用 分 
数 指数 或 负 指数 的 二 项 式 展开 和 归纳 法 ， 很 难说 是 严格 的 证 明 . 有 时 他 们 也 要 计算 函数 项 级 
数 的 反 函 数 ， 用 级 数 表示 超越 函数 是 牛顿 和 莱 布 尼 效 的 微 积分 的 重要 组 成 部 分 . 

对 于 一 般 的 函数 的 泰勒 展开 的 起 源 是 (詹姆斯 ) 格 雷 戈 里 - 牛顿 的 内 插 公 式 (1670,1676): 
设 函 数 Fz) 在 wa+ca+2c ,ca 二 7c 处 的 值 已 知 ， 归纳 地 构造 FLZ) 在 点 a 处 的 


各 阶 差分 : 
ee 
fo)=Ajle+o--Aj(o， 
A ja=AyJae+oc-Ayw， 
A"jpF(ogj=A"- ae+oc 一 An 一 Fa). 
则 内 播 公式 为 
国人 


容易 验证 当 屎 取 0, c,…… ,mc 时 此 式 右 端 确实 等 于 ja), Fa + cj…… ,ja +7mc) ， 

( 注意， 此 式 右 端 是 岂 的 见 次 多 项 式 ， 所 以 它 等 于 拉 格 朗 日 插值 公式 )。 1712 年 泰 蔓 
(Taylor)(1685-1731) 在 上 述 插值 公式 中 令 c = Az ， 则 公式 中 的 第 i(0 < 5 < m) 项 变 
为 


人 Ai:j(a) 
下 AAAz 
他 说 ; 令 Az = 0 ， 则 该 项 变 为 闫 大 ji 于 是 格雷 戈 里 - 牛顿 内 揪 公 式 就 变 为 现在 
的 泰勒 公式 。 当然 ， 他 的 方法 是 不 严密 的 . 
泰 勤 公式 中 的 a = 0 的 特殊 情形 就 是 马克 劳 林 公 式 .马克 劳 林 (Maclaurin)(1698- 
1746) 是 用 待定 系数 法 证 明 该 公式 的 ， 


二 ， 欧 拉 在 无 穷 级 数 方面 的 工作 

我 们 简要 地 介绍 一 下 欧 拉 的 生平 。 欧 拉 (Euler)(1007-1783) 是 18 世纪 数学 和 理论 物 
理 方面 的 中 心 人 物 ， 出 生 于 瑞典 的 巴塞 尔 。 15 岁 大 学 毕业 (学 习 神 学 ). 大 学 时 小 们 努 利 教 
过 他 数学 ，18 岁 发 表 文章 ，19 岁 获得 法 国 科 学 院 奖学金 , 通过 小 伯 努 利 ( 约翰 (John) ) 
的 儿子 尼 古 拉 伯 努 利 和 和 丹尼尔 伯 努 利 的 介绍 ， 1733 年 获得 俄国 圣彼得堡 科学 院 的 任命 ， 
起 初 作 丹 尼 尔 的 助手 ， 很 快 就 接替 丹尼尔 作 了 教授 . 之 后 的 8 年 间 他 做 了 数量 惊人 的 研究 
工作 ， 1741 年 应 普鲁士 国王 腓 特 烈 大 帝 的 召见 去 了 柏林 ， 一 直 留 到 1766 年 ， 其 间 得 普 
鲁 士 王 的 侄女 讲授 数学 、 天 文 、 物 力 、 何 学 、 宗 教 等 课程 . 他 还 应 腓 特 烈 大 帝 的 要 求 研 究 了 
保险 问题 和 运河 与 水 利 工程 问题 . 这 25 年 间 他 仍 为 圣彼得堡 科学 院 写 了 上 百 篇 论文 ， 并 对 
那里 的 事务 提出 意见 。 1766 年 他 应 俄国 凯瑟琳 女王 的 邀请 去 了 圣彼得堡 . 不 久 就 双 目 失 
明了 ( 17935 年 由 于 俄国 天 气 寄 冷 一 只 眼睛 失明 ) .在 这 之 后 的 17 年 的 生命 中 他 凭借 超人 
的 记忆 力 仍 然 取 得 了 不 亚 于 从 前 的 成 果 。 他 能 背 出 三 角 和 分 析 的 公式 和 前 100 个 素数 的 前 
六 次 医 . 他 在 数学 中 研究 的 主要 领域 是 微 积 分 、 微 分 方程 、 曲 线 与 曲面 的 解析 几何 与 微分 几 
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何 、 数 论 、 级 数 和 变 分 法 .他 将 数学 用 到 大 量 的 学 科 . 他 创立 了 分 析 力 学 和 刚体 力学 ， 用 于 
天 文 、 航 海 和 船舶 设计 . 在 声学 中 他 研究 了 声音 的 传播 与 谐音 .在 光学 中 他 是 18 世纪 唯一 
赞成 光 的 波动 说 的 物理 学 家 ,推导 了 光 在 媒质 中 的 运动 方程 . 他 还 得 到 了 理想 流体 运动 的 基 
本 微分 方程 ， 并 将 其 应 用 到 人 体 血 液 的 流动 . 他 在 热学 方面 的 著作 《 论 火 》 获 得 了 奖金 . 他 
对 化 学 、 地 质 学 、 制 图 学 也 有 兴趣 .他 的 数学 著作 《无 穷 小 分 析 引 论 》 (两 卷 ) (1748) 、 
《微分 学 原理 》 和 《积分 学 原理 》 ( 三 卷 ) 都 是 里 程 碑 式 的 著作 ， 所 有 的 著作 中 都 包含 某 些 
高 度 开创 性 的 思想 与 方法 。 除 了 著作 之 外 ， 他 在 一 生 的 大 部 分 时 间 里 以 每 年 800 页 左右 的 
速率 发 表 高 质量 的 独创 性 的 研究 文章 .他 的 文章 的 奖金 几乎 成 为 固定 收入 . 他 在 完全 失明 后 
还 写 了 一 些 书 和 约 400 篇 论文 . 他 的 全 集 如 果 出 版 将 会 有 74 卷 . 他 并 没有 因为 研究 工作 而 
成 为 苦行 僧 。 事 实 上 ， 他 有 13 个 孩子 ， 经 常 教育 孩子 们 ， 做 科学 游戏 ， 念 圣经 给 他 们 听 ， 
他 的 高 尚 品质 赢得 了 广泛 的 尊敬 。 晚 年 他 把 当时 欧洲 的 所 有 数学 家 都 当 作 他 的 学 生 ， 

现在 抛 开 欧 拉 在 其 它 各 方面 的 成 就 ， 谈 谈 他 在 级 数 方面 的 工作 ， 事 实 上 ， 级 数 的 真正 的 
广泛 的 研究 始 于 欧 拉 . 他 的 工作 大 量 是 形式 化 的 ， 结 果 是 超 乎 人 们 的 常识 的 有些 工作 到 一 
个 多 世纪 之 后 才 被 人 们 理解 

1734 年 左右 他 在 一 篇 文章 中 将 sin Z 的 展开 式 


人 


的 右 端 作为 多 项 式 处 理 ， 用 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 给 出 一 系列 有 关 T 的 级 数 表 达 式 . 他 
断言 


2Z2 2Z2 22 


(原因 是 sin z 的 零点 为 0, 士 T, 士 2r,::， )。 由 此 他 得 到 


下 王 沉 
1]2 22 32 4 16) 
1 1 1 1 克 4 


14 24 34 44 90 
以 及 分 母 是 更 高 的 偶数 次 医 的 类 似 的 级 数 。 1740 年 欧 拉 得 到 了 一 般 性 的 结果 : 
2 
lz 22 3 42" 一 


其 中 忆 2。 是 伯 努 利 数 ， 由 二 的 展开 式 的 系数 决定 ， 即 
人 
全 光 4 


( 伯 努 利 数 在 许多 学 科 中 中 有 重要 的 应 用 )。 但 是 对 于 所 有 的 分 母 是 奇数 次 寡 的 类 似 级 数 他 
没有 得 出 结果 ( 至 今 仍 是 一 个 未 解决 的 重要 问题 )。 他 还 得 到 了 用 分 母 为 奇数 的 2 至 6 次 大 
的 级 数 来 表达 T 的 方案 ， 例 如 


工 工 TF3 


再 一 末 “ 砚 一 丈 ”32 


他 用 对 数 函 数 求 调和 级 数 的 有 限 项 的 和 的 近似 值 ， 得 到 了 现在 我 们 所 说 的 欧 拉 常 数 . 从 
工 


放生 全 下 和 必 下 开 全 于 
和 ) 也 0 和 
得 到 
站 
人 也 272 37z2 472 
取 Z 三 1,2,3;,…… ;7 ， 将 所 得 的 等 式 相 加 ， 即 得 
宝生 
1 2 3 亿 
1 1 1 1 
一 log 人 十 JJ 十 5 人 十 殉 十 末 十 | 
2 二 
3 23 33 13 


一 ]og(m 十 1) 十 CC， 


其 中 C 是 一 个 常数 ( 无穷 个 有 限 和 的 和 )， 与 凡 _ 有 关 ， 但 是 当 刀 比较 大 时 变化 不 大 . 用 现 
在 的 符 导 ， 就 是 在 上 式 两 端 减 去 log 刀 ， 再 取 极 限 ， 得 到 欧 拉 常数 7 : 


由 ,了 于 1 
了 二 全 二 本 二]0g0): 
欧 拉 的 这 个 工作 的 意义 在 于 : 对 于 发 散 级 数 去 寻找 适当 的 函数 , 使 函数 在 特殊 点 处 的 值 与 级 
数 的 有 限 和 差别 不 大 . 推广 到 函数 项 级 数 ， 就 是 求 发 散 的 ( 枯 数 项 ) 级 数 的 所 谓 “ 和 天 数 ” 
我 们 将 在 后 面 讲 到 这 一 点 。 
更 一 般 地 ， 他 推广 了 (人 往 姆 斯 ) 格雷 戈 里 关于 整数 的 正 整数 次 笑 的 和 的 公式 


1 cc 一 1)(c 一 2) 
1 一 一 人 刀 c 二 | 可 已 DC- 二 
2 im 让 看 加 


(其 中 最 后 一 项 的 及 为 小 于 c 的 最 大 的 奇数 )， 得 到 了 现在 所 称 的 欧 拉 - 马克 劳 林 公 式 ， 
用 以 近似 计算 无 穷 此 可 微 的 实 函数 /zZ) 在 [0,m] 上 的 整数 点 处 的 值 的 和 : 


太 


DO- 人 Flz )dz -5 上 加 0 村 》> 5 (27 一 一 725-0(0)) 二 次 区 


7 一 1 

(3) 
其 中 误差 顶 及 = 上 | (Z)Bokii(z)dz ， 而 刀 m(z) 是 第 mm 个 伯 努 利多 项 式 ; 
Bo(z7) = 视 十 写 和 芝 信 9 。 对 于 大 量 的 /z) ， (3) 式 右 端 的 级 数 如 果 其 上 限 取 
为 co 都 是 发 散 的 。 但 是 可 以 证 明 误差 项 小 于 其 第 一 项 的 绝对 值 . 于 是 (3) 式 可 以 用 来 做 
> ji) 的 近似 估计 . 


欧 拉 有 一 本 书 《 论 发 散 级 数 》， 其 中 研究 了 若干 ( 哥 西 意义 下 的 ) 发 散 级 数 。 例 如 
y =Z 一 (10z2+(2073 一 (30z 十 (1) 


此 级 数 满足 微分 方程 Z2y/' 十 y = Z 。 而 这 个 微分 方程 有 解 
Z 一 1/t 
ye 人 二 O) 
0 世 


而 且 jiamy = 0 .所 以 欧 拉 把 (1) 式 作为 函数 (2) 的 级 数 展开 式 ， 又 称 函 数 (2) 为 (1) 式 
的 和 .这 个 结果 在 之 后 的 100 多 年 内 无 人 理 皮 ， 直 到 19 世纪 末 Borel 才 发 现 它 是 可 和 级 
数理 论 的 一 个 经 典 例子 。 

欧 拉 并 非 完全 不 顾 级 数 的 收敛 与 发 散 .。 相反 地 ， 他 发 现 了 至 今 仍 然 在 广泛 应 用 的 重要 变 
换 ， 使 得 收敛 慢 的 级 数 变 得 快 起 来 ， 甚 至 将 发 散 级 数 变 成 收敛 的 .他 证 明了 


Dr =- 和 (CD" 环 人 


有 一 0 丽 二 


其 中 和 ”是 见 皆 差 分 ， 例 如 对 于 级 数 1 一 十 1 一 1 十 …: 作 变 换 ， 则 由 于 所 有 的 an 都 
等 于 1 ， 导 致 对 于 灵 过 1 有 Anrao = 0 ,而 A"oo = 1 ， 于 是 此 级 数 的 和 为 地 (对照 
富 立 叶 展 开 时 间断 点 处 的 和 )， 和 吉 果 一 致 ， 该 方法 是 在 
这 = 三 1+27 二 22 十 73 十 :… 中 以 Z = 一 1 代入. 如果 用 2 = 2 代入 此 式 则 得 到 
-=1 十 2 十 22 十 由 此 欧 拉 断言 一 1 比 任 一 整数 都 大 .他 在 这 里 显然 犯 了 一 个 错 
误 . 事实 上 ， 适当 地 定义 有 理 数 的 绝对 值 ( 2-adic 绝对 值 ) 此 式 是 正确 的 ， 但 是 那 时 将 没 
有 全 序 的 性 质 . 


三 . 收敛 性 问题 19 世纪 之 前 关于 级 数 的 收敛 性 问题 上 是 模糊 的 . 牛顿 、 莱 布 尼 效 、 欧 拉 甚 
至 拉 格 朗 日 都 把 级 数 作为 多 项 式 对 待 .他 们 意识 到 了 收敛 性 的 问题 , 但 是 不 能 够 发 展 成 为 完整 
的 理论 . 有 一 些 关 于 收敛 性 的 判定 准则 被 应 用 , 例如 莱 布 尼 兹 1713 年 在 给 小 伯 努 利 的 信 中 说 
到 绝对 值 单调 下 降 趋 于 0 的 交错 级 数 收 剑 ， 1768 年 达 朗 贝尔 (D'Alembert)(1717-1783) 
给 出 了 级 数 绝 对 收敛 的 一 个 判别 法 (|an+l/an| < < 1) ， 华 林 (Waring)(1734-1798) 
给 出 了 2 级 数 的 收敛 准则 以 及 现在 的 哥 西 判别 法 Ulim， |an+i/an| < 1 . 


四 ， 渐进 级 数 与 可 和 级 数 在 19 世纪 上 半 叶 建立 了 极限 理论 之 后 ， 发 散 级 数 被 人 们 握 
弃 在 数学 之 外 . 但 是 其 他 科学 (特别 是 天 文学 ) 中 仍 在 使 用 它 ， 原 因 是 能 够 计算 出 有 用 的 结 
果 . 著名 的 斯 带 尔 灵 (Stirling)(1692-1770) 公 于 


亿 瑟 半 二 下。 B2R 1 
刀 ! 一 (一 )PV27r7 Ge 工 2 元 十 “十 T5R TCRJ TPR 工 十 
e@ 


的 对 数 是 发 散 级 数 . 但 是 斯 蒂 尔 灵 只 计算 了 此 公式 的 前 几 项 就 算出 了 logio(10001) 等 于 
2567 加 上 小 数 点 后 十 位 的 小 数 。 哥 西 想 型 明白 这 种 来 自发 散 级 数 的 精确 结果 的 原因 ， 但 是 
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他 失败 了 .数学 家 们 相信 :一定 有 发 散 级 数 的 某 种 特性 存在 ， 只 要 加 以 提炼 ， 就 会 显示 出 良 
好 逼近 的 原因 ， 

迄今 为 止 , 发 散 级 数 的 理论 包含 两 个 方面 , 一 是 上 面 说 到 的 函数 的 级 数 和 逼近 , 其 原则 是 : 
该 级 数 舍 去 任何 一 项 以 后 的 所 有 项 所 引起 的 误差 与 被 舍 去 的 第 一 项 同 阶 ， 这 种 级 数 就 是 所 
谓 的 “渐进 级 数 *。 二 是 用 一 种 全 新 的 方法 定义 级 数 的 和 ， 使 得 一 大 批 在 哥 西 意义 下 发 散 的 
级 数 具 有 有 限 和 ， 这 就 是 “可 和 级 数 ” 的 概念 . 

积分 的 近似 计算 可 以 追溯 到 拉 普 拉 斯 (Laplace)(1749-1827) . 他 用 


9 了 1 1.3 1.3.:5 
二 = 必 三 | 
人。 | 27 ”12271725 


的 右 端的 有 限 项 计算 左 端 (了 很 大 ) . 他 还 作 了 其 他 的 积分 近似 计算 。 对 于 形 如 jz) = 
户 g(t)ezwodt 的 积分 他 的 原则 是 : 对 于 积分 的 主要 贡献 来 自 积分 区 域 中 使 六 (t) 达到 绝 
对 值 大 的 那些 点 的 邻 域 . 在 拉 普 拉 斯 之 后 , 泊 哇 松 (Poisson)(1781-1840) 、 雅 克 比 (Jacobi) 
(1894-1851) 、 柳 维尔 (Liouville)(1809-1882) 、 格 林 (Green)j(1793-1841) 、 斯 托 克 斯 
(Stokes)(1819-1903) 等 人 研究 了 许多 性 状 的 积分 的 近似 计算 ， 其 中 多 数 积分 来 自 微分 方 
程 . 

1866 年 庞 卡 莱 (Poincar6)(1854-1912) 和 斯 蒂 尔 吉 斯 (Stieljes)(1856-1894) 分 别 
独立 地 给 出 了 渐进 级 数 的 概念 (斯 蒂 尔 吉 斯 称 之 为 半 收 伍 级 数 ) : 称 函 数 帮 Z) 被 形 如 
ao 十 全 十 号 十 .… 的 级 数 ( 其 中 ai 与 无关 ) 渐进 表示 ， 如 果 对 于 任 一 充分 大 的 Z 有 


1 攻 人 二 
Jim 7 (7 (+ 二 上 + 号 + + 羡 ) 0， YV 风 =0,12.…. 
此 时 也 称 auo 十 企 十 号 十 .…… 是 jz) 的 渐进 级 数 ， 这 实际 上 是 说 /z) 在 z = co 的 邻 
域内 可 以 渐进 地 展开 成 uo 十 全 十 号 十 …… 。 将 此 定义 推广 到 任 一 点 的 邻 域 本 质 上 只 要 考 
虑 0 的 邻 域 。 于 是 有 定义 ， 称 函数 jz) 在 z = 0 附近 被 级 数 ao 十 ol7 十 aa72 十 …， 渐 
进 表 示 ， 如 果 对 于 任 一 匈 = 0,1,2.… 有 


庞 卡 莱 证 明了 两 个 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 渐进 级 数 等 于 它们 的 渐进 级 数 的 和 、 差 、 积 、 
商 ， 函 数 的 求 导 和 积分 的 渐进 级 数 可 以 通过 渐进 级 数 的 逐 项 运算 得 到 . 通常 函数 的 渐进 级 数 
如 果 存 在 ， 则 必 唯 一 .但 反之 则 不 然 ， 即 不 同 的 函数 可 以 有 相同 的 渐进 级 数 (例如 志 - 与 
于 s ) .渐进 级 数 被 广泛 地 应 用 到 微分 方程 的 求解 问题 . 

渐进 级 数 通常 是 发 散 级 数 ， 如 果 是 收敛 级 数 ， 就 是 函数 的 通常 的 级 数 表达 式 . 

级 数 的 可 和 人 性 是 函数 展 成 渐进 级 数 问题 的 反问 题 . 泊 哇 松 、 弗 若 宾 纽 斯 (Frobenius) 
(1849-1917) 、 赫 尔 德 (Ha5lder)(1859-1937) 、 塞 萨 罗 (cesaro)(1859-1906) 、 拉 盖 尔 
(Laguerre) (1834-1886) 和 斯 蒂 尔 吉 斯 都 尝试 过 各 种 办 法 去 刻画 级 数 的 可 和 性 ， 其 目的 是 
将 函数 的 定义 扩充 到 收敛 半径 之 外 ( 对 于 复 变 函数 就 是 要 进行 解析 延 拓 )。 例 如 前 面 提 到 的 
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沃 利 斯 无 法 解释 的 问题 ( 对 数 函 数 的 展开 式 在 2 > 1 时 发 散 )， 能 否 找到 哥 西 收敛 的 一 种 推 
广 ， 使 得 哥 西 意义 下 发 散 的 级 数 成 为 收敛 的 . 波 莱 尔 (Borel)(1871-1956) 从 1895 年 开始 
的 工作 系统 地 发 展 了 技术 的 可 和 性 理论 .对 于 任意 一 个 级 数 ao + alZ + az2Z2 十 … ， 用 


积分 定义 函数 网 
| e (2Z)dz 
0 


(其 中 下 (w) = ao 十 au 十 全 2 十 合 吧 十 …， 称 为 原来 级 数 的 关联 级 数 )， 就 定义 
此 积分 为 为 原来 级 数 的 和 。 如 果 原来 级 数 有 收 贫 半 径 7 ， 则 在 收敛 区 域内 此 和 与 原来 的 级 
数 相 等 .但 新 定义 的 和 收敛 的 区 域 可 能 比 原 来 的 收敛 区 域 要 大 . 例如 欧 拉 考虑 的 级 数 2 一 
(10z2 二 (2073 - (30z4 十 …， 的 和 就 是 他 原来 求 出 的 那样 . 类似 地 ， 拉 盖 尔 处 理 的 级 数 
Z 十 (10)z2 十 (20)73 十 (30)24 十:…… 的 和 等 于 /这 二 dz . 

波 莱 尔 还 进一步 地 定义 了 绝对 可 和 级 数 ， 即 使 得 (1) 上 述 的 积分 j 阅 er-*F(zz)dz 绝 
对 收敛、 (2) 后 续 积分 ee- 了 | (|dz 有 ao 十 aiZ 十 222 十 .… 。 他 接 
着 证 明了 绝对 可 和 的 发 散 级 数 可 以 象 收敛 级 数 一 样 地 运算 . 这 些 性 质 被 直接 地 应 用 于 微分 
方程 ， 而 且 得 到 的 结果 也 被 物理 学 检验 是 正确 的 . 

发 散 级 数理 论 的 形成 是 数学 成 长 的 有 一 个 具有 明显 特点 的 例子 : 当 一 个 概念 或 技巧 被 证 
明 是 有 用 的 时 候 ， 开 始 是 模糊 不 清 ， 后 来 在 进行 事后 思考 ， 最 后 达到 逻辑 上 的 合法 性 . 


